Specialieji analizés skyriai



Trigonometrinés Furje eilutés

* Moksle ir technikoje daZnai susiduriame su periodiniais reiSkiniais,
apibtdinamais periodinémis laiko funkcijomis: f(f)

e Paprasciausia periodine funkcija: y=A4sin(w?+«), superioduT =21/,
kur o - daznis.

* IS tokiuy paprasciausiu periodiniu funkcijy galima sudaryti sudétingesniy

Aisky, kad turime sudeéti skirtingy dazniy funkcijas, nes sudéje vienodo
daZnio sinusus, vél gautume to paties daznio sinusa
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Trigonometrinés Furje eilutés

* Atvirkstinis klausimas: ar galima duotaja periodine funkcija @(f) su
periodu T, iSreiksti sinusy suma?

* Pasirodo, kad gana daug funkciju galima taip iSreiksti, bet reikia imti
begalinj kiekj démenuy:

@ (t)=A,+ A sin(wt+e)+A,sin(Qwi+a,)+... =4+, A sin(nwi+a).

n=1

* Jeigu kiekvieng sinusg laikysime harmoniniy svyravimuy, tai galime sakyti,
kad sudétinga judéjima, aprasoma funkcija @(f), iSskaidéme atskirais
harmoniniais svyravimais.

* Periodinés funkcijos skaidymas i harmonikas procesas vadinamas
harmoniné analize.




Trigonometrinés Furje eilutés

* Pazymékime

27T
X=wt=——1I,
T
<p<z>=<p(g)=f<x>

* Funkcija f(x) irgi bus periodiné, bet su periodu 2. Tuomet

o0

f(x)=A,+D A sin(nx+a )=A,+ >, A (sinnxcosx, +cosnxsine,).

n=1 n=1

* Pazyméje a ,

e A0=70, A4 sinx =a,, A, cosx,=b
gauname, kad periodiné su periodu 2r funkcija f(x) iSreiskiama
trigonometrine eilute

A, <~ .
f(x)=7+ (a,cosnx+b, sinnx).

n=1



Funkcijy ortogonalumas

* Funkcijos f(x) ir g(x) vadinamas ortogonaliomis atkarpoje [a; b], jei

f f(x)g(x)dx =0.

 Funkcijy seka {¢ (x)} vadinama ortogonalia atkarpoje [g; b], jei

b
f @, (x)p, (x)dx =0, Vn#m.

a

Pvz.,, 1, cosx,sinx,cos2x,sin2x,cos3x,sin3x, ...

» Funkcijy seka {¢ (x)} vadinama ortonormuota atkarpoje [a; b], jei

b

[@,(x)@,(x)dx=]0> n7m,
a 1, n=m.



Furje eiluté ir jos koeficientai

* Tarkime, kad periodine su periodu 27 funkcija f(x) galima isreiksti
trigonometrine eilute, tolygiai konverguojancia atkarpoje [-r; 7]:

=—24> (a,cosnx+b sinnx).

« Kaip rasti koeficientus a, a , b _?
* Integruojame

ff dx——f dx—l—z fcosnxdx—l—b fsmnxdx

| - — | - 7

=Y() =YO

* Taigi



Furje eiluté ir jos koeficientai

« Norédami rasti a , dauginame i$ cos mx ir integruojame:

T TT o0 TT T

a .
f f(x)cosmxdx = 70f cosmxdx—l—Zanf cosmxcosnxdx+b, f cosmxsinnxdx.
T -1 n=1 —1T —TT

=0 — 10, m#n =0
T, m=n

* Taigi #
5 f f(x)cosnxdx = anf cos’nxdx =Tra,

—TT —TT

1r

—_

a, = f(x)cosnxdx.

1
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Furje eiluté ir jos koeficientai

« Norédami rasti b , dauginame i$ sin mx ir integruojame:

s T o0 T T
. a . . . .
f f(x)sinmxdx = =2 f sinmxdx+ ) anf cos nx sin mxdx—l—bnf sinmx sin nxd x .
—T 2 —TT n=1 —TT -7
=0 =0 — 0, m#n
™, m=n

f f(x)sinnxdx = bnf sin’ nxd x = wh,

—TT —TT

* Taigi

1r

b =

n

f(x)sinnxd x.

3
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Furje eiluté ir jos koeficientai

e Skaiciai a, a , b vadinami funkcijos f(x) Furje koeficientais, o trigonometriné

eilute o
=—4> (a,cosnx+b,sin nx).

- funkcijos f(x) Furje eilute.

* Irodysime, kad periodinés su periodu 2r funkcijos integravimo intervala
galime pakeisti bet kuriuo kitu intervalu [a; a+27].

a+2T1 a—+21

J—J"f dx_ff dx+ff Jdx+ [ f(x)dx

Paskutiniame integrale darome keitinj x =27 +¢, dx=dt:

a—+2T a

ff x=[ f(2m+t)d jf(t)dt.

0



Furje eiluté ir jos koeficientai

* Gauname, kad am

I_ff dx_ff

* IraSe vietoje a = -7, turime

TT

I/ =ff(x)dx=f f(x)dx.

—TT

* Taigi, Furje koeficienty formules galima uZzrasyti taip:
a+t2T

_J"f

a+2T1

f x)cosnxdx, n€eN
a

:||~

a+2T

f x)sinnxdx, n€N
a

1
TT

10



11
Furje eiluté ir jos koeficientai

* Matome, kad Furje koeficientus galima apskai¢iuoti bet kuriai
integruojamai atkarpoje [-7; 7] funkcijai su periodu 2 .

* Ar visada Furje eiluté konverguoja?
* Funkcija f(x) vadinama dalimis monotonine intervale, jei $j intervalg galima

iSskaidyti i baigtinj daliniy intervaly skaiciu, tokiy, kad kiekviename daliniame
intervale funkcija f(x) yra monotoniné.

* Jei funkcija f(x) yra periodiné su periodu 2 ir dalimis monotoniné intervale
[a; a+27], tai Sios funkcijos Furje eiluté konverguoja visose R taskuose. Tolydumo
taskuose eiluté konverguoja i f(x), trukio taskuose - i

f(x=0)+ 7 (x+0)
2




Lyginiy ir nelyginiy funkcijy Furje eilutés
* Jei funkcija f(x) - lyginé, tai

}f(x)dx= 2ff(x)dx

0

* Jei funkcija f(x) - nelyginé, tai

jf(x)dx= 0.

12



Lyginiy ir nelyginiy funkcijy Furje eilutés

* Jei funkcija f(x) yra periodiné su periodu 27 ir lygine, tai

a=—f f(x)dx=2[ f(x)dx

a, = gJvf(x)cosnxdx, nelN
LI
b =0

* Lyginés funkcijos Furje eiluteé:

a 0.8]
f(x)=70+2 a,cos nx.

n=1

13



Lyginiy ir nelyginiy funkcijy Furje eilutés

* Jei funkcija f(x) yra periodiné su periodu 27 ir nelyginé, tai

a,= 0

a, =0
gf x)sinnxdx, n€N
L

* Nelyginés funkcijos Furje eiluté:

o0
x)=>. b sinnx.
n=1

14



Furje eilucCiy pavyzdziai

* Periodiné su periodu 2r funkcija f(x) = | x|, T<x <.

3.14

f(x)

3.18 10
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Furje eilucCiy pavyzdziai

* Periodiné su periodu 27 funkcija

0.822

£(x)

v(x)
[ B

2 2
fx)= 11T2_)§1 ., x€|l-m, m]
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Furje eilucCiy pavyzdziai
* Periodiné su periodu 27 funkcija

f(x) =2sinx—x(1+cosx)—sinx In|2+2cosx|, x€[—m, ]

or

VAVAVEVAVAY,

- 10 X 10
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Funkcijy isreiskimas Furje eilute atkarpoje [0, ]

* Tarkime, kad funkcija f(x) apibrézta atkarpoje [0, 7]. Norédami f(x) isreiksti
Furje eilute Sioje atkarpoje, f(x) pratesiame j atkarpa [-r, 0].

* Sudarome nauja funkcija, kuri apibrézta atkarpoje [-7, 7].

1 badas. f(x) pratesiame taip, kad nauja f,(x) baty lygine:

ol ), xelon]
=1 425 vel=m0]

Gavome lygine funkcija, kurios Furje eilute sudaro tik kosinusy nariai:

dy

fi(x)= 7—!—2 a,cos nx.
n=1

Kadangi f,(x) = f(x) , kai 0 < x < 7, tai f,(x) eiluté ir bus f(x) eiluteé atkarpoje [0, r].



Funkcijy isreiskimas Furje eilute atkarpoje [0, ]
2 badas. f(x) pratesiame taip, kad f,(x) baty nelyginé:

o[ f). xelon]
F2)=1 25, velemo)

Siuo atveju gavome nelygine funkcija, atkarpoje [-r, ]:

f,(x)= i b sin nx.

n=1

Kadangi f,(x) = f(x) , kai 0 < x < 7, tai f,(x) eiluté ir bus f(x) eiluteé atkarpoje [0, r].

19
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Funkcijy su periodu 21 Furje eilutés

* Tarkime, kad f(x) - periodiné su periodu 2! funkcija atkarpoje [-], I].

* Jveskime keitinj x = [t/m. Tuomet f(It/m) = @(t) - periodiné su periodu 27, nes
@(t+2n) = fll(t+2m)/m) = filt/7+2l) = flt/7) = (1),

* Funkcija ¢(t) skleidziame Furje eilute atkarpoje [-7, 7]:

Q1) = f(l—t) = 6120+Z a, cosnt+b sinnt).
T

n=1

Lff( )cosntdt neiN,
Tt T

L

f(ll)sinntdt, neN
TT

3 |—



Funkcijy su periodu 21 Furje eilutés
* Grjztame prie kintamojo x, t=mx/1I:

nttx

a c nitx :
x)=70+z a,c0s — +b, sin l
=1

* Keic¢iame kintamajj integraluose, ir gauname:

~ | —

COS

[
nttx
j dx, neN,

nittx

S
Il

f(x)sin dx, neN

1

1
]
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Funkcijy su periodu 21 Furje eilutés
« Kaif(x) -lyginé atkarpoje [-], [], tai b =0, o

[-
2 [
7f cos dx nelN,
0

a o0
x) = 70+Z a,cos m;x
n=1

 Kai f(x) - nelyginé atkarpoje [-], [], tai a =0, o

Ydx, neN

22



Furje eillutés kompleksiné forma

* Tarkime, kad funkcijos f(x) Furje eiluté atkarpoje [-7, 7] yra tokia:
=—4> (a,cosnx+b,sin nx).

* Panaudoje Eulerio formule, turime

S lnx —z nx inx —inx

Z —ib < _26 = > c¢e™.

= Nn=—0u0

* Siidraigka vadinama funkcijos f(x) Furje eilutes kompleksine forma.

* Raskime Furje koeficientus.

T T

n
—TT —TT

23

—ib, _ iy
c _a l f x)(cosnx—isinnx)d x=— f f(x)e""dx, neZ.



Furje eillutés kompleksiné forma

* Kai funkcija f(x) periodiné su periodu 2/, jos Furje eilutés kompleksiné forma:

0 InTXx

* O Furje koeficientai -

ll’lT(X

[
=_ff dx, ne”Z.
—1

o 21
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25
Furje integralas

* Tarkime, kad periodiné su periodu 2! funkcija f(x) yra tolydi ir turi tolydzia
iSvestine R, iSskyrus, gal but, baigtinj tasky skaiciy atkarpoje [-], I]. Be to, Siuose
taskuose egzistuoja baigtinés f(x) ir f '(x) ribos i$ kairés ir i§ deSinés. Kiekvieng
f(x) galime iSreiksti Furje eilute:

S . NTTX
cos X 1 b sin ,
Z=: l " [
kurios koeficientai apibudinami formulémis
P!
a, =7f x)cos ot dx, neiN,

P!

b = 7ff(x)sin "X 4x, neN
~
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Furje integralas

* Dabar tarkime, kad f(x) yra neperiodiné, dalimis glodi bet kurioje R atkarpoje
ir absoliuciai integruojama R:

f|f(x)‘dx= M <o,

* Furje integralo iSraiSka gauname i$ periodinés funkcijos Furje eiluteés:

—%f t)dt+ = fo COS n<§_x>dt.

* Pazymékime ;=

* Tuomet

[ 0 [

£(x) =iff(t)dt+l2 | f(t)cos(w,(t—x))dt|Aw

217, T o\,



Furje integralas

Tarkime, kad [ — o (funkcija i$ periodinés tampa neperiodine). Aisku, kad

[ 00

%flf(t)dt < %J;|f(t)|dt < ilf [ F()de = % - 0.
* Pazymekime P(w )= ff(t)cos(wn(t—x))dt
%
+ Gauname integraling suma
:Ti(j Flt)cos(w, (t—x))dt|Aw, = %icb(wn)Awn
=i\ =

* Peréje prie ribos, kai [ — oo, turime

7(x) =%f(f f(t)cos(w(t—x))dt)dw.



28
Furje integralas

* Dvilypiam Furje integralui suteiksime kitg iSraiSka

f(x) ——fcoswxdwff Jcosw tdt+— fsmwxdwff )sinw tdt

0 —o0

* Pazymékime

[ rcoswrdr, blw)=L [ r(0sinwidr,

1 1
T * T

* Tada ~
f(x)= f (a(w)cosw x+b(w)sinwx)dw.

* Analogija su Furje eilute.
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Lyginiy ir nelyginiy funkcijy Furje integralas
* Kai f(x) - lyginé funkcija, tai

w) = 2} f(t)coswtder, blw)=0.

x) = f a(w)coswxdw.
0

* Kai f(x) - nelyginé funkcija, tai
a(w)=0, blw gf t)sinwitdt.
LA

fb )sinwxd w.
0

* Kai f(x) yra aprézta intervale (0,+w0) arba (-,0), tai ja tikslinga apibrézti
priesingoje aSies puséje taip, kad ji buty lyginé, arba nelyginé. Tada galima
taikyti auksciau iSvestas formules.



30

Lyginiy ir nelyginiy funkcijy Furje integralas

* Norédami simetrizuoti Sias formules, pazymékime

= \/z]if(t)coswtdt,

= \/3? f(t)sinwedt,

* Tuomet, kai f(x) - lyginé funkcija

a(w)coswxdw.

flx)=y2

\/Ef w)sinwxdw.
0

* Funkcija a vadinama funkcijos f(x) Furje kosinuso transformacija, b - Furje
sinuso transformacija.

© S 8

* Kai f(x) - nelygine




Kompleksiné Furje integralo forma

* Furje integralg iSreikSime kompleksine forma:

—IlwXx

a(w)coswx+b(w)sinwx =c(w)e +c(w)e

a(w)+ib(w)
2

= c(—w).

o
£
I
o
S
I
|
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Kompleksiné Furje integralo forma

* Tuomet N
f(x) =1lim _[ (a(w)cosw x+b(w)sin wx)dw
A— 0 0
A . * .
= lim f c(w)e'“"dw = f clw)e " dw.
A0 _3 —0
* Taigi o

kur

= %if Je e dr,

* Tai yra Furje integralo kompleksiné forma.

32
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Furje transformacija

* Funkcija o

F(lw)= f f(t)e ' “'dt

— 0

vadinama f(x) tiesiogine Furje transformacija.

* ISreiSkiame f(x):
1 K lwx
=— | F dw.
1) =5 Flw)d do

Funkcija f(x) vadinama atvirkstine Furje transformacija.

* DaZnai tiesioginés ir atvirkstinés Furje transformacijos uZraSomos
simetrizuotai: \/ 1 =



34
Operacinis skaiCiavimas. Pirmvaizdzio sgvoka.

* Realaus kintamojo t kompleksine funkcija f(t) vadiname pirmvaizdziu, kai
1) f(t) intervale (0, «) yra tolydi arba turi baigtinj pirmojo tipo trukiy skaiciy;
2) f(t)=0,kait<0;

3) egzistuoja tokie skaiciai M, 0 >0, kad |f(t) | < Me", jei t > 0.

 Visy skaiCiy o, kuriems teisinga $i nelygybe¢, tikslus apatinis rézis o,

vadinamas f{(t) didéjimo rodikliu.

* Pirmvaizdzio f(t) riba

lim f(z) = f(+0)

t—0+
vadinsime pradine pirmvaizdzio reik§me ir zymeésime £(0).

» Trukio taske t_pirmvaizdj f(t) laikysime tolydzia i§ deSinés funkcija:

f(t) = f(,+0)= lim f(z).

t—t,+0
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Operacinis skaiCiavimas

I, t=0
0, r<0

vadinama Hevisaido vienetine funkcija. Ji tenkina visas pirmvaizdzio
sglygas. Didéjimo rodiklis o, = 0.

* Funkcija
Hi=|

* Kiekviena pirmvaizdj, naudojant H(#), galima uzrasyti taip:

f(t)H(z):[({O), ig

* Bet kokia funkcija f(t), tenkinanti 1) ir 3) pirmvaizdzio salygas, padauginta
i§ H(t), tampa pirmvaizdziu.

* Funkcija

H(t—T)=[1’ [=T
0, t<T1

vadinama véluojancigja vienetine funkcija. Funkcija f(t-1)H(t-1) vadinama
véluojanciaja funkcija.
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Vaizdo ir Laplaso transformacijos sgvokos

* PirmvaizdZio f(t) vaizdu vadinama kompleksinio kintamojo p = 0 + 1 ®
funkcija F(p):

Fip)=[ flt)e "ar.

* Sis integralas vadinamas Laplaso transformacija. Zymeésime
F(p)=L[f(1)],
f()=L7[F(p)l.

* PirmvaizdZio f(t) vaizdas F(p) yra apibréztas ne visoje kompleksinéje
plokstumoje.



Vaizdo egzistavimo teorema

* Kiekvienas pirmvaizdis f(t) turi vaizda F(p), apibrézta pusplokstuméje
Re p > o, (didéjimo rodiklis).

[rodymas.
F(p)=|[ f()e™dd < [|r)le " |de <M [ 77" ds
0 0 0
© —(o—0y)t >
=Mfe_(0_a°)tdt=—Me = M , o=Rp>o0,.
0 oO—0,|¢ O—0,

* I$vada. Jei F(p) - vaizdas, tai lim F(p)= 0.

R p— 0

[rodymas. Turime

M
o—0,

|F(p)|< , 0 = 0.

Tuomet, kai

Rp=0c >0 = |F(p)|—>0
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38
Vaizdo analiziskumo teorema

* Pirmvaizdzio f(t) vaizdas F(p) yra analiziné funkcija pusplokstuméje
Rep>o,.

[rodymas. Pakanka parodyti, kad F(p) yra diferencijuojama bet kuriame
pusplokstumes Re p > o, taske.

o0

9E — [ (=) f(1)e " dr,
dp 0
‘( t)f(t)e” ‘ Mte " t>0. Kadangi
J‘ —(o—0,)t dt = M 2’ 9?p=o'>o'o,
0 (0—0,)
tai integralas < 2
[t ferde= [ =(f()e"]ds
0 o dp

konverguoja tolygiai parametro p atzvilgiu. ReiSkia, Laplaso integrala, kai
Re p > 0,, galima diferencijuoti parametro p atzvilgiu, t.y. F(p) yra analiziné

funkcija pusplok$§tumeje Rep >0, .
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TiesiSkumo teorema

« Jei L[f]=F,, L[f,]=F,, tai L[C,f,(t)+ C,£(]=C,F,(p) + C,£(p)-

[rodymas. Parodykime, kad Cf (£)+Cf,(t) yra pirmvazdis. 1) ir 2)
pirmvaizdZio salygos yra patenkintos. Patikriname 3) salyga. Tarkime, kad

i< M, || <My, o> 0,

Tuomet
‘lel(t)+czfz(t>‘<‘C1Hf1<f>‘+‘C2Hf2(t)‘<‘C1‘M1eolt—k‘Cz‘Mze‘W:
C,IM, _. :
=|C\|M, "' | 1+ az ﬁf€< T < M

S g
——

<1, t—wx

Taigi, 3) salyga patenkinta. Pirmvaizdzio didéjimo rodiklis yra max(o,,0,).

o0

LIC,f+C, fy]= [(C f()+C,f,(t)e?'dt = C, F,(p)+C,F,(p).

0
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Panasumo teorema

* Jei A>0 ir | | )
f(t)+ F(p), tai f<M>_XF(X)

[rodymas. Pazyméje At = z, turime

At)+ Tf()\t)e‘pfdt =

* Pastaba. Zinant vaizda F(p) galima rasti pirmvaizdZio didéjimo rodiklj. Jis
yra lygus funkcijos F(p) ypatingu tasky, esanc¢iy pusplokStumeéje Re p > 0,
didziausiai realiajai komponentei. Jei ypatingy tasky néra, tai o, = 0.



Postumio teorema

- Jei a€C ir F(p)+ f(¢), tai F(p—a)<+e” f(t)

[rodymas.

o0

e’ 1(t) = f e f(t)e ’'dt = ff(t)e_(p_a)tdt =F(p—a).

0



Veélavimo teorema

- Jei >0 ir f(t)= F(p), tai f(t—T1)=e " "F(p).

[rodymas. Veéluojancioji funkcija lygi nuliui, kai ¢ < T, todél

[—T=2Z

dr=dt

ft—1)+ Tf(t—T)e_ptdt =

f(z)e " ""dt=e " F(p).

Il
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Periodinio pirmvaizdzio vaizdas

* Jei pirmvaizdis f(t) yra periodiné funkcija su periodu T, tai

f(t) =+ ¢(p) , kur (15(p)=}f(t)eptdt.

1—e ™"
Irodymas.
F(p)= Tf(t)e‘ptdt = }f(t)e_ptdt+}f(t)e_ptdt =
: - = &(p) ~ l;=z+T,vz=t—TJ
= 45(p)—|—]2 f(z+T)e " e ??dz=®(p)+e ” F(p)
0
Gavome

43



44
Pirmvaizdzio diferencijavimo teorema

* Jei f(t) yra tolydi, dalimis diferencijuojama funkcija, be to, f(t) ir f '(f) yra
pirmvaizdZiai, ir F(p) yra pirmvaizdZzio f(t) vaizdas, tai

f'(t)+ pF(p)=f(0).

[rodymas.

Fr0= [ fr(erde= Te‘pfdf< ) =

— _pt ‘ ff _pt dr =
= tlgge_‘” f(t)—f(0)+pF(p)=pF(p)—r(0).

— —
—

=0

Riba lygi nuliui, nes

|e_ptf(t)| <M '=Me T 50,
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Pirmvaizdzio diferencijavimo teorema

* [Svada

f) = P F(p)—p " £0)=p" 2 f1(0)—...— p f"72(0)— " 1(0).

arba j—;f<z> = P F(p)=Y p" ™ r40).

k=1

[rodymas. Tegu n=2.
A= (1) = plpF(p)=f(0)|-f(0) =

=p F(p)—p f(0)—1"(0)



Pirmvaizdzio integravimo teorema

- Jei f(t)+ F(p), tai jﬂf(z)dz+¥.

[rodymas. Parodysime, kad integralas yra pirmvaizdis.

t

ff(z)dz

0

t t

< _ﬂf(z)|dz < Mf edz =

0 0 O_o Oy

Gavome, kad integralas yra pirmvaizdis su didéjimo rodikliu o,. Toliau,

G @z =f0) = L[ ez = F(p)
pL ff(Z)dz}ff(z)dz = F(p)
Gavome T
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Vaizdo diferencijavimo teorema

- Jei F(p)= f(t), tai F'(p)+—tf(1).

[rodymas.

* I$vada.



Vaizdo integravimo teorema
* Jei F(p) yra pirmvaizdzio f(t) vaizdas ir f(f)/t yra pirmvaizdis, tai

o0

fF(u)du + M

4

p
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Pradinés reiksmes teorema
* Jei f(t), f'(t) yra pirmvaizdziai, ir F(p) yra pirmvaizdzio f(t) vaizdas, tai

lim pF(p)=f(0)= lim f(z).

Rp—- o t = +0

Irodymas. Pazymékime f'(¢t)= f,(¢t) + F,(p).

Tuomet

lim F,(p)= lim pF(p)-f(0).

%p—aoo iRp—>oo

—

—

=0
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Ribines reiksmés teorema
* Jei f(t), f'(t) yra pirmvaizdziai, ir F(p) yra pirmvaizdzio f(t) vaizdas, tai

lim f(¢)=1lim pF(p).

{ — o© p—0

Irodymas. Pazymékime f'(¢t)= f(¢t) + F,(p).

Tuomet 0
pF(p)—f(0)=[ f'(t)e"drs
=F (p) 0
lim pF(p)—f£(0)=lim [ f'(¢t)e ”'dt= | f'(t)dt =
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Pirmvaizdziy sasuka

* Funkcija

ff ) (t—T)dT

vadinama funkcijy f,(7) ir f,(r) sgsuka ir Zymima f,(7)*f,(7)

* Sasukos operacija yra komutatyv1 l‘ 9
—T =

f ff )f2(t—T)dT=| T =10
dr=-do
_jf t—0 fz( )d9=f2< )*fl(t)

. Plrmvalzdzm sasuka yra pirmvaizdis. Tarkime, kad

i< M, |fL)| <My, o> 0,.

Tuomet

£ (2)

TO'ZtT

j‘ M1M2 egzt(e(al_UZ)t—l <

0 0,—0, 0,—0,
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Vaizdy sandaugos teorema (Borelio formulé)

- Jet Fl(p)+f1(t): Fz(p)+f2(t): tai Fl(p)F2<p)+f1(t)*f2(t).

[rodymas.

) f,(t)=f(t = [ [ £.(x) fot=T)e"'dTdt =
=fff( ) £, (t—T) _ptdth—deff T) fL(t—T)e ’'dt =

o0

fl(T)e_pTde folz)e ""dz=F (p)F,(p).

0

—|I—T=zZ

dr=dz

o S 8
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Diuamelio formulé

« Jei f(t), £,'(t), £,(t), f,(t) yra pirmvaizdziai, F (p) yra pirmvaizdzio f ()
vaizdas, F (p) yra pirmvaizdZzio f (f) vaizdas, tai

pF1<p)F2(p) +f1(t)f2(0>+f1(t)*f,2<t> =f1<0)f2<t)+f’1(t)*f2<t)-
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Atvirkstine Laplaso transformacija

o+ioo

f F(p)e''dp.

21Tl

* Irodymas. Imkime Furje transformacija ir atvirkstiné Furje transformacija:
1 J' F lwt
2T 5,

UzraSykime Furje transformacija funkcijai f(f) e':

= T f(t)e'“'dre,

=F(p) 00 =p

AL
~~ —

Flo.w)= [ f()e™ s,

Tai yra Laplaso transormacija. UZzraSykime atvirkstine Furje transformacija
funkcijai f(t) e':

e = e
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Atvirkstiné Laplaso transformacija

p=0+iw ,
dp —i p+io)t
— —_— F d =
dw i 27Tl f P
w=—iptio
t)e 7' F(p Vd p.
f(t)e 2mf p
arba
o+ioo
F(p etd :

* Taikyti atvirkstinés Laplaso transformacijos formule néra paprasta. Todél,
atskirais atvejais, kai vaizdas F(p) tenkina tam tikrus apribojimus,
pirmvaizdj galima rasti paprasciau.
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Pirmoji vaizdy ir pirmvaizdziy atitikties teorema

* Jeigu vaizdas F(p) yra analiziné funkcija tasko p = « aplinkoje, lim F(p) =0

ir funkcija F(p) ziede R <|p| < oo isreiksta Lorano eilute (*) Rp—e
(0.8] Cn
F(p)=2 —,
n=1 p

tai pirmvaizdis

* ISvada. Jei vaizdas F(p) iSreikstas Lorano eilute (*), tai pirmvaizdj galima
gauti, panariui taikydami atitiktj
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Antroji vaizdy ir pirmvaizdziy atitikties teorema
« Jeigu vaizdas F(p) yra analiziné pusplok$tuméje Re p > o, 2 0 funkcija ir
neturi kity ypatingyjy tasky, iSskyrus polius p,, p,, ..., p,, be to F(p) — 0, kai
| p| — o0, tai pirmvaizdis

£(1)= Y Res(F(p)e”).

n=1°~P="Dx



58
Taisyklingyjy racionaliyjy trupmeny pirmvaizdziai

* Tarkime, vaizdas

P,(p)
0,(p)

1 atvejis. Funkcijos F(p) poliai p,, p,, ..., p, yra atitinkamai [, [, ..., lq eilés ir

Yl=n:

F(p)= m<n.

P,(p)
a,(p—p)(p—p,)..(p—p,)"

F(p)=

Gauname pirmvaizdj

i lim

k=1 ) p_’pkdp

—(p—p)"F(p)e".



Taisyklingyjy racionaliyjy trupmeny pirmvaizdziai

2 atvejis. Funkcijos F(p) poliai p,, p,, ..., p,, yra pirmosios eilés. Tuomet

X Pm<pk)
I = 1; Qn<pk)

e’
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Tiesinés diferencialinés lygtys su pastoviais koeficientais

* Tarkime, duota n-osios eilés tiesiné diferencialiné lygtis su pastovoais

koeficientais:

(n—=1)

ax"+a,_ x" V. +ax +vax=f(t), a,#0,x=x(t), t=0,

* Reikia rasti atskira sprendinj, tenkinanti pradines salygas

x(0)=x,, x'(0)=x,, ..,x""(0)=x""".

* Tarkime, funkcijos f(t) ir x(f) su savo iSvestinémis yra pirmvaizdziai. Tada
egzistuoja ir vaidai. Tegu

f(t)+= F(p), x(t)+ X(p)

* Turime
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Tiesinés diferencialinés lygtys su pastoviais koeficientais

* I§ Laplaso transformacijos tiesiSkumo iSplaukia, kad

a x"+a,_ x" V. +a x+tax -+

-~ (anp"+an_1pn_l+...+a1p+a ) X (p)— Z (an_lpk_1+an_2pk_2+...+an_k)xf)”_k)
— — k

=4,(p) — —

Il
[S—

* Gauname operatorine lygti

A4,(p)X(p)—B, (p)=F(p)

ir operatorinj sprendinj

* Surade pirmvaizdj x(t), gausime tiesinés diferencialinés lygties atskirg
sprendinj, tenkinanti pradines salygas.
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Diuamelio formulés taikymas

* Diuamelio formulés taikymas, sprendzZiant tiesines diferencialines lygtys
su pastoviais koeficientais ir nulinémis pradinémis saglygomis,

ax"+va, x" V. +a,x +vax=f(t), a,#0,x=x(t), t=0,
x(0)=0, x'(0)=0, ...,x"""(0)=0.

« Kadangi pradineés saglygos nulineés, tai B _(p) = 0 ir
4,(p)X(p)=F(p).

* Tegu f(t) = 1. Pazymékime tokios diferencialinés lygties atskira sprendinj,
tenkinanti nulines salygas, kaip x,(t), jo vaizdg - kaip X, ()

* Dabar turime




Diuamelio formulés taikymas

* Taigi,
X(p)= pX,(p)F(p).

* Pagal Diuamelio formule

pFl(P)F2<p> +f1(0>f2(t)+f;(t)*fz<t>-

63
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Tiesiniy diferencialiy lygCiy sistemos

* Tiesiniy diferencialiniu lyg¢iu su pastoviais koeficientais sistemos
operaciniu metodu sprendZziamos taip pat kaip ir viena tiesiné diferencialiné

lygtis.

* Kiekvienai lyg¢iai taikoma laplaso transformacija, o po to sprendziama
gauta operatoriniy lygciu sistema. Jos sprendinys yra duotosios tiesiniy
diferencialiniy lygc¢iy sistemos sprendinio vaizdas. Taikydami jam
atvirkstine Laplaso transformacija, randame ieSkomga sprendin;.



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58
	Slide 59
	Slide 60
	Slide 61
	Slide 62
	Slide 63
	Slide 64

